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N’hésitez pas & poser des questions.

FAITES LES EXERCISES !

1 Géométrie affine en dimension 2 et 3
1.1 Espaces vectoriels et espaces affines
Question. Comment décrire un point dans un espace?

Rappel : 'espace de dimension n

Z1
RP"=R x--- xR= : T1,---,Tn €R

Deux points de vue :
e TR™=T1espace vectoriel de dimension 7, qui contient des vecteurs v.

e E" = l'espace affine de dimension n, qui contient des points M.

Dans R™: Notons les vecteurs

1 0
o R 1 R 0
1= , €2= : ) y En = :
0 0 1

C’est la base canonique de R™.



A1

Un vecteur 4 = : € R™ peut s’écrit U= A1€1+ - + A\nén-
An
. . 2 - — 1 =2 — 0
En particulier, dans R, i =¢é1 = 0 ) j=ér= 1)
1 . 0 . 0
Dans R3, i=¢éj=| 0 |, j=éy=| 1 |, k=e35=| 0
0 0 1

Définition 1.1. Deuz vecteur i,7 € R™"\{0} sont colinéaires s’il existe \ € R\{0} tel que

U= \.
1 3
Example: | 1 | et | 3 | sont colinéaires.
1 3
Dans £™:
Définition 1.2. Un repére cartésien est donné par (O;€1,...,€,) ot O € E™ est un point fixé

applelé Uorigine du repére.

Examples £2 muni du repére (O;1, j), ou £ muni du repére (O;1, j, E)

Définition 1.3. Soit £ muni du repére cartésien (O;€1,...,8,). Tout point M € E™ est donnée
par ses coordonnées cartésiennes

i

OM =218+ +anén=| : |eRrn
Tn
0 X
Par convention O=| : |€&™, on écrit M = : e&n.
0 Tn
1
Example : Décrire M= 1 | &2
2
Soit M, M’ €E™ muni du repére cartésien (O;€y,...,€,). On définit le vecteur

MM'=OM'—OM

(1 (2 — (7
Example : ]\/[—< 0 ),]\I’-( 4 ) alors J\J]\J’—( 2 )



Regles de calcul :

_— —

M'M =—-MM'

MM"=MM'"+ M'M"

1.2 Droites affines et plans affines
Question. Comment décrire une doite dans un plan affine £2?

Question. Comment décrire une doite (ou un plan) dans un espace affine £3?

1.2.1 Dans &2

Définition 1.4. Une partie D C £? est une droite affine s’il existe un point A€ D et un vecteur
@ eRA\{0} tel que

VMeD 3INER  AM =\

Une telle droite D est appelée la droite affine passant par A dirigée par .

Example : Quelle est la droite passant par O dirigée par €;7

l'axe x

Proposition 1.5. Une partiec D C E? est une droite affine si et seulement s’il existe a,b,c €R

avec(Z):t(g)telque
p:{(ff)egz
Yy

L’équation az + by + ¢ =0 est appelée une équation cartésienne de D.

LY
am—f—by—f—c:O},: a €& eR
sia#0 a

C
Dans le cas a#0, D est la droite affine passant par ( OE ) dirigée par ( _ab )

Remarque : Pourqois une équation cartésienne ?

Example : Trouver une équation de la droite passant par O = ( 8 > dirigée par €.
y=0

Définition 1.6. 1. Soit D une droite affine passant par A dirigé par i. On définit sa droite
vectorielle associée, noté D, comme la droite affine passant par O dirigée par 4.

2. Deugz droites affines D, D’ sont paralléles, noté D/ /D', s D =D i.e. ils sont dirigées par le
méme vecteur .




Proposition 1.7. 1. Si ax +by+c=0 est une équation cartésienne de D, alors ax +by =0 est
une équation cartésienne de sa droite vectorielle D.

2. Soit D, D' deux droites affines d’équtions cartésiennes ax +by+c=0 et a’x +b'y+c' =0
!

respectivement. Alors D/ /D’ si et seulement st ( Z ) et ( g, ) sont colinéaires.

On fait les exos!

1.1, 1.2, 1.3

1.1(i)

On cherche une équation ax + by + ¢ =0 tel que
2a—b+c=0et —a+4b+c=0

donc (soustraction) 3a — 5b=0

donc a:b=5:3, donc par example 2 x5—-3+c¢=0
donc a:b:c=5:3: -7

donc 52 + 3y — 7=0 est une équation.

1.2(i)

On cherche 2 points sur 2z +y—1=0

Siz=0,alors 2x0+y—1=0 donc y=1 donc < é > est un point.

0 1 1 0 1 .

On a ( 1 ) et ( 1 )donc ( 1 >—< 1 >—( 9 > est un vecteur directeur
0 - 1 .

A:( 1 )et u:( _9 > est une solution.

1.3(i) < 1 ) et ( :1 ) sont colinéaire, donc Dy et D, sont paralléles.

1.3(ii) Les vectuer directeur de Dy et Da sont res. ( g )—( _11 >:< i > et ( i ) donc paral-

leles.

1.2.2 Dans &3

Définition 1.8. Une partie D C £ est une droite affine s’il existe un point A €D et un vecteur
@ €R3\{0} tel que :

VMeD 3INER AM = \i.




e Une telle droite D est appelée la droite affine passant par A dirigée par 4.
e Sa droite vectorielle associée, notée ﬁ, est la droite affine passant par O dirigée par .
e Deux droites affines D, D’ sont paralléles si D=D’. On note D//D’.

Example : Quelle est la droite passant par O dirigée par €7

laxe x

Définition 1.9. Une partie P C £ est un plan affine s’il existe un point A€ P et un couple
de vecteurs i, 7 €R?\{0} non colinéaires tel que

VMeP 3IApcR AM=\i+ pd.

e Un tel plan P est appelé le plan affine passant par A dirigé par (4, 9).

e Son plan vectoriel associé, noté¢ 73, est le plan affine passant par O dirigé par (4, v).
e Deux plans affines P, P’ sont paralléles si P =P’. On note P //P.

e Un plan affine P et une droite affine D sont paralléles si D CP. On note D/ /P’

Example : Quel est le plan passant par O dirigée par (€1, 63)?

plan XY

Proposition 1.10. Une partie P CE? est un plan affine si et seulement s’il existe a,b,c,d €R

a 0
avec | b |#| 0 | tel que
c 0
x —g—)\b—,uc
_ 3 _ _ 3
P= Z e&lar+by+cz+d=0 siozo a\ e A uelR
ap

L’équation az + by + cz+d =0 est appelée une équation cartésienne de P.

_4a —b —c

Dans le cas a#0, P est le plan affine passant par Oa dirigée par a |, O
0 0 a

Example : Trouver une équation du plan passant par O dirigée par (&1, €2).

0z +0y+2=0

ou simplement z =0.



On fait 'exo !

1.4(i) On cherche une éqution az + by +cz+d=0
tel que 3a —b+4c+d=0 (1)
et B+ 1)a+(—143)b+(4—1)c+d=0(2)
et (3—1)a+ (—14+2)b+(4+2)c+d=0(3)
Donc (2)-(1) a+3b—c=0
(3)-(1) —a+2b+2c=0
addition 56+ ¢ =0
donc b:c=—-1:5
donc a:b:c=8:—-1:5
donc a:b:c:d=8:—1:5:—45

donc 8x — y + 5z — 45 est une équation

ESSAYER DE REFAIRE AVEC PRODUIT VECTORIEL

Proposition 1.11. 1. Si ax +by+cz+d=0 est une équation cartésienne d’un plan affine P,
alors ax + by + cz =0 est une équation cartésienne de son plan vectoriel P.

2. Soit P, P’ deux plans affines d’équtions cartésiennes ax+by+cz+d=0 et a’z+b'y+c’z+d' =0

!

a a
respectivement. Alors P/ /P’ ssi | b | et | b | sont colinéaires.
¢ ¢’

Exos 1.5, 1.6

1.6 oui

Proposition 1.12. Une partie D € £2 est une droite affine si et seulement si c’est l'intersection
de deux plans affines non paralléles.

St ¢’est lintersection de P, P’ d’équations cartésiennes ax +by+cz+d=0, a’'v+b'y+c'z+d =0
respectivement, alors

=

ax+by+cz+d=0

3
p €& av+by+cz+d =0

Il
<

IS

Le systéeme d’équations

ar+by+cz+d=0
a'r+by+cz+d =0

est appelé un systéme d’équations cartésinnes de D.



1

Example : Trouver un systéme d’équations de la droite passant par O dirigée par €= 0
0

A .
C’est ’emsemble des points | 0 JavecA€R { y: 0 est un systéme d’équations

0

On fait 'exo !
1.7(i)

Trouver un point et un vecteur de { 2z+—y+3z—1=0

z+y—42z=0
1
Un point : on pose z=1 et on résoudre —y+3z+1=0 , on trouve | 7
y—4z+1=0 9
—y+32—1=0 0
On cherche un autre point : on pose £ =0 et on résoudre{ yy _ ; - 07 , on trouve | —4
- -1
1 0 1
Donce | 7 |— —4 |=1 11 | est un vecteur directeur
2 -1 3
1.3 Produit scalaire et orthogonalité
1.3.1 Produit scalaire de deux vecteurs
Question. Quand est-ce que deux vecteurs (ou droites, ou plans) sont orthogonaux?
(751 (%
Définition 1.13. Soit i = HE EOEH deux vecteurs dans R™. Le produit scalaire de
u’ll v’ll

u et i est défini par

0-7:= E uv; €ER.
i=1

Uy
Examples : Soit 4 = : cR™.
Un

=
o
Il
£
S
=
Il
INgh
g
]\



Reégles de calculs :

o U-U=0U-u (commutativité)
o (Mi+v¥)-W=M-w+vi-w (linéarité)

o B (U+V)=W-U+dT

e Attention, il n’y a pas de sens d’écrire 4 -7 - W !

(5%
Définition 1.14. Soit i=]| : €R™. La norme de i est définie par
Un,

n
il =Vi-i= > .
i=1

Exmple n=2: H <

)H = uf—l—ug.

Par le théoréme de Pythagore, c’est la longueur du vecteur .

Uy
Uz

Proposition 1.15. Soit i,7 €R", soit A€ R.

o |[d|=0 ssi @=0=| :
0

o [Xall= vl = Al

o ||u+ | < d]+ 17 (inégalité triangulaire)
On fait les exos !

2.1(1), 2.5(1)

2.1 On cherche W= \i tel que —34- \ii =—6
i.e. —3\||4||*=—6, donc A=2.

2.5 (3u—v) - (—2u—5v) = —6|lu]|? — 13u- v +5||v]|>=—54 + 78 + 80 = 104

Notation. Soit @,V deux vecteurs non nul de R™. L’angle non orienté entre @ et U est noté

(d; ¥) €0, 7].



Deux vecteurs i,V sont dits orthogonauz st (; T) :g.

Théoréme 1.16. Soit i,V deux vecteurs non nul de R™. On a

—

4 - U= ||u]| |5 cos(d; D).

Démonstration : Par les calculs
[u—v[]*=(u—v) (u—v)=ul* - 2u-v+|v|?
Par la thm d’al kashi

[lu—[? = [Jull>+ [0 ]I? = 2l ]lcos(d; v)

Donc 4 - 7= ||@|| || U] cos(d; V).

Corollaire 1.17. Soit 4,9 deuzx vecteurs non nul de R™.
1. |g-v| < ||| |g]] . (Car —1<cos<1)

2. i,V sont colinéarie ssi |i-9| =il ||V||. (cos = 1 ou -1)

. RN s
3. i,V sont orthogonaux ssi ii-=0. (cos5=0)

On fait les exos!

2.2(i), 2.3(i), 2.7, 2.10(i)

2.3(i) cos(ii; ¥) = —-L_=15/30=1/2 donc (i;7) =7 /3

il

. 2—m 3 _ _ _
2.10(1)onveutque( 5 )'(—1+m>_6 3m—5+5m=2m+1=0

Donc m=-1/2.

1.3.2 Droites et plans affines et orthogonalité
Question. Quand est-ce que deux droites affines sont orthogonales ?

Définition 1.18. Soit D, D’ deux droites affines (dans E2 ou £3) dirigées par @, 4’ respectivement.
On dit que D et D’ sont orthogonale, noté D1D’, si

a-4'=0.



On s’en fiche qu’elles passent par quels points.

Définition 1.19. Soit D une droite affine dans £ dirigée par i@, P un plan affine dans 2 dirigée
par (01,02). On dit que D et P sont orthogonauz, noté DLP, si

—

u-v1=0 et U-v5=0.

Proposition 1.20. Soit D une dirigée par i, P passant par A dirigée par (01,02). Alors DLP ssi

YMeP, @ AM=0.

Démonstration : Car il existe A\, yp € R tel que AM = AU) + ps.

Proposition 1.21. Soit ii= (

>;t < 8 ) un vecteur non nul et soit A= ( ’;O ) un point dans
0

x

Y

a
b
&2. L’ensemble des points M = (

cartéstenne
ﬁm:( Z ><< ‘: >—< “LUS )):a(m—zo)+b(y—yo):0.

Le vecteur i = ( z > est appelé un vecteur normal de D.

)E E? tel que 7i- AM =0 est une droite affine D d’équation

15a

Pourqoui un vecteur normal mais pas le? 7= ( 150

> est un autre.

a 0 Zo
Proposition 1.22. Soiti=| b |#| 0 | un vecteur non nul et soit A=\ yo | un point dans
0 20
z —_—
&3. L’ensemble des points M =| y | €& tel que - AM =0 est un plan affine P d’équation
z
cartésienne
_ a x Zo
n-AM=| b y =1 wo =a(x — o) +b(y — yo) + c(z — z9) =0.
c z )
a
Le vecteur i=| b | est appelé un vecteur normal de P.
c

On fait les exos!

10



2.12(i), 2.13(i)

212 (i) D={2z -3y +5=0}
A= ( (1) ) , A est paralléle & D, on cherche 2x — 3y + ¢ =0 qui passe par A, donc c=3,

donc A={2z —3y+3=0}

A’ est orthogonal a D, donc dirigée par < _23 > , donc ( g ) est un vecteur normal de A’

On cherche 3z 4 2y + ¢=0 passant par A, c=—2, donc A'={3z+2y —2=0}.

0

A=| 0 |,7=| 1 |, on cherche une équation y+ 2z + d =0 passant par A, on a d=—2, donc
1 2

y+ 2z —2=0 est une équation cartésiene du plan passant par A de vecteur normal 7.

1.4 Produit vectoriel

Rappel

Définition 1.23. Le déterminant de deux vecteur ﬂ:( Zl >,1§':( Zl ) de R? est défini par
2 2

N Uy v Uy v
det(d,0)=det| * ' )=| """ | i=uyvo — uguy.
Uz V2 U V2
U1l U1 w1
Définition 1.24. Le déterminant de trois vecteur i=| uy |, %=| vy |, W=| ws | de R? est
us U3 w3
défini par
up U1 wi up U1 wi
N _ L Us V2 us 3 u;p Vi
det(d, ¥, W) =det| us va wa |=|uz vo ws |:=wy .
us v3 U1 Uz V2
uz vz w3 usz vz ws

11



Ul VU1

Définition 1.25. Soiti=| us |, 0= vs | deux vecteurs dans R®. Le produit vectoriel de
us V3

@ et ¥ est le seul vecteur & AU € R? tel que

Vio €R? (@ AD) - =det(d, ¥, D).
Autrement dit, c’est le vecteur défini par
UV3 — UZV2

UAT:=| wugvi —uivs | €R3.
UVg — UV

1
Examples : Notons i=| o ,f, k la base canonique de R3.
0
iNj=k, jAk=i, kAi=].
Pour une notation informelle :
uy U1 ;
T U V2 |7 us U3 | = uy vy -
A= us vs | v |7 s v b=l u v
us U3 k
Régles de calculs :
o UNU=—-UAU (antisymétrique, donc @ A = 0);
o (Muh + Aalix) A=A (tih AT) + Aot A D) (linéarité a gauche, méme chose a droite);
o U-(UuNV)=det(d,u,V)=0et ¥-(TAT)=0 (orthogonalité);
o |lEng|?=2|?|7)?* - (@ 7)? (identité de Lagrange).

Proposition 1.26. En point de vu géomélrique, si u,0 sont deux vecteurs non nul et non coli-
néaires, alors i AU est le seul vecteur de R? wvérifiant :

1. WAV est orthogonal auz i et v.
te. U-(UNVU)=0 et U- (UAT)=0.
2. ||i AT est Uaire du paralélogramme engendré par U et .

ice. [aAT] = [[@] 7] sin(@; 0).

3. La base (d,V,4 NV) est avec la main droite (au sens direct).
On remarque que

12



12 A 6]|2 = [[4 12 |51 sin(a; 7)* = [|]|* |5]]* (1 — cos(@; 6)°) = ||| [5]]* — [|a[|* [|5]|? cos(4; 7)*~

11?191 — (i - )

On fait les exos!

3.2, 3.3
— 0 2
3.2 On cherche un plan P passant par A= 1 ).B=| 2 |,C={|1
3 —1 1
. 1 . 3 . -2
AB—= 1 et AC=| 0 |, donc ABANAC=| —10 | est un vecteur normal de P

—4 —2 -3
Donc Iéquation cartésienne de P est 2(z +1)+10(y — 1) +3(2 —3) =22+ 10y + 32 — 17=0.

L’aire du triangle ABC est %HA—B) /\A—()7|| = ’4+;00+9 = 1215

3.3 Quand est ce que trois vecteurs u, v, w sont coplanaire?

Si I'un des trois est nul, c’est fini.

Si u, v colinéare, c’est fini.

Sinon, w est dans le plan endendré par u,v ssi I\, p € R tel que w=Au+ pv

ssi (wAv)-w=0.

1 0 -1 1
A=| 2 |LB=| 6 |,C=| 0 |,D=| 3

0 2 —6 1
. -1 . 1 0
AB=( 4 |—3AC=[ 1 | AD=| 1

2 3 1
—_— 4 _2 —_— 4 —_—
ACNAD=|( —1 |, (ACAAD)-AB = 2-4+2=0.
1

Donc A, B,C, D coplanaire !!

13



1.5 Applications et transformations affines

1.5.1 Généralité

En dimension 1, une application affine de £! est une application f:&! — &' de la forme
fl@y=azx+b

avec a,beR.

Pour que f soit bijective, il faut et il suffit que a 0.

Question. Quel est analogue en dimension 2 ou 37

Rappel : Une matrice carrée A est inversible ssi det(A) #0.

Définition 1.27. Une application affine du plan £ est une application f:E£?— E? du type

(5 )=(asmes)=(ea)(5)+(5)

avec a,b,c,d,e, f €R.

On dit que f est une transformation affine si f est bijective.

Proposition 1.28. Soit a,b,c,d,e, f €R. L’application f:E?— E? définie par

f< x )_< ar+by+e >
y ) \cotdy+f

est bijective ssi

a b
c d’#o'

Dans ce cas, f_l( Z ):< ﬁ Z >_1< ;:; )

14



Définition 1.29. Une application affine de ’espace £ est une application f:E3— 2 du type

x ar+by+cz+k a b c x k
fl v |=| detey+fz+1l |=|d e f y |+ !
z gr+hy+iz+m g h i z m

avec a,b,c,d,e, f, g, h,i,k,[,meR.

On dit que f est une transformation affine si f est bijective.

Proposition 1.30. Soit a,b,c.d,e, f,g,h,i.k,l,mER. L'application f:E>— £ définie par

x a b c z k
MMy |=ldef y |+ !¢
z g h i z m
a b c
est bijective ssi | d e f|+#0.
g h i
x abc\ ' z—
Danscecas, f7'| v |=| d e f y—1
z g h i z—m

1.5.2 Translations et homothéties

Ce sont les premiers exemples de transformations affines.

Définition 1.31. Soit 4 € R"™. On appelle translation du vecteur d, noté 1z, l'application
Ta:EM—E™ tel que VM € E™, si M'=13(M) alors

OM’'=OM +4.

Proposition 1.32. Une translation est une transformation affine.

n=2:Soit i=( 0 ), alors g © )= “T70 )= 10 T %o
Yo Y Y+ o 01 Y Yo

To x T+ x9 100 €T o
n=3: Soit d=| yo |,alors7mz| vy |=| v+w |= 010 y |+l v
20 z z4 2o 001 z 20

15



0
Rappel 0=( )
0

Régles de calculs :
[ ] Tﬁ = Idgn
® Ty OTy=TyOTy="Tit+7

1
o Tg = T-a

Pour tout M, 75(M)=M +| : |=M, c’est identite de £™.
0

Soit f, g deux fonction de £™ dans £", alors fo g est la fonction de £" dans £™ définie par

fog(M)= f(g(M)).

Définition 1.33. Soit keR* et A€ E™. On appelle homothétie de centre A de rapport k,
noté ha i, Uapplication ha x: E™ — E™ tel que VM € E™, si M= hy (M) alors

AM'=kAM.

Proposition 1.34. Une homothétie est une transformation affine.

oo ):( )

" lO"“( Y ky

.o [ a )\ _ [ x—a a\ (kO T —ka+a

Soit A—< b )alors hA,k< Y )—k( y—b )+( b )—( 0 k )( v >—|—( kb4 b )
a x r—a a k0O x —ka+a

n=3:S80it A=| b |,alorsharl v |=k|l y—0 |+| b |=1 0 k£ O y |+| —kb+b |
c z z—c c 00 k z —kc+c

Regles de calculs :

o hAJ:Idgn.

° hA7kOh'A,k’=hA7kk/
-1 _

[ ] hA7k_hA,k71

° hB,k:TEOhA,kO

"BA

16




On fait les exos!

2.1, 2.2

2.1(1)( f/ )»—>( z;i > est la translation de vecteur ( _11 >

(ii)( f/ > — < Zz i—? ) est une homothétie de raport 2, de centre?

Le centre ne bouge pas. On résout< Z > = < 2243 >7 on a ( v >: < 713 > qui est le centre.

2y—1 y
T —x —2
(iii)[ y ]—| —y+1 | est une homothétie de raport -1, de centre?
z —z+3
T -z —2 x -1
Le centre ne bouge pas, le centre vérifie | y |=| —y+1 |,ona| y |=| 1/2 ]estle
z —z+3 z 3/2
centre.

2.2 On cherche les inverse de

i z 2:1: + 1 9 L _1
(1)( y >'—> ( 92— 1 > est I’homothétie de raport 2, de centre ( 1 >

Son inverse est I’homothétie de raport 1/2, de centre < _11 ) : ( r )'—>< 1/2(@+1) -1 >:

1/2(z—1) Y 1/2(y—1)+1
1/2(y+1)
@ xz—1 —1 x x+1
(i) y |—=| w+1 | estunetranlation de vecteur | +1 | d’inverse | y |—| y—1
z z 0 z z
x 1/3z+1 3/2
(i) y |—( 1/3y+1 ] est 'homothétie de raport 1/3, de centre | 3/2
z 1/3z—4 —6
3/2 x 3(x—-3/2)+3/2
Son inverse est ’homothétie de raport 3, de centre [ 3/2 ), | v |—| 3(y—3/2)+3/2
6 P 3(2+6)—6

17



1.5.3 Rotations dans £2

Définition 1.35. Soit 4,7 €R2 L’angle orienté de @ 6 U est l’angle par le sens antihoraire, noté

—

(@;7) €0, 2x].

Définition 1.36. Soit 0 € [0,27[ et A€ E2. La rotation d’angle 0 de centre A est ’application
ra.0:E%— E2 tel que, pour tout point M € E2, si M' =14 o(M) alors

—_—

JAM|| = || AM || et (AM;AM')=0.

Proposition 1.37. Une rotation de £? est une transformation affine.

Exemples : de centre O = ( 8 )

x \ [ cosbr—sinfy \ x . —y \ [ cosf —sinf x
TOﬂ( Yy >_< sinfx + cosfy >_COSH( Yy >+bm9( z )_< sinf  cosf )( Yy )

cosf —sinf
sinf cosf

La matrice < ) est appelée la matrice de rotation d’angle 6.

Si A:< (Z >7 alors

, x \ [ cosO(x—a)—sinf(y—b)+a \ [ cosd —sind z—a)_ (a
A0y )7\ sinf(z —a)+cosf(y —b)+b )~ \ sind cosf y—>b b )

Régles de calculs :
o 7‘A70=Idg2
® TAOOTA0'=TA0+06’
-1 _
® T49=TA—0

o 7‘379:7'44*3)07}47907'54

Remarque : En dimension 3, il nous faut une axe de rotation au lieu d'un centre. On ne fait pas ici.
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On fait les exos!

3.1, 3.2

3.1(i) rotation de centre ( Z’ ):( _11 ) d’angle =7 /4

cos(m/4)=+/2/2, sin(r/4)=+/2/2

r( z ):< V220 —1) =3 /2(y+1)+1 )

V2/20 -2 /2y+1-V2
y V2/2(x = 1) +v2/2(y+1) -1

V2/20+2/2y—1

ii) rotation de centre ! d’angle 47 /3
2

cos(4m/3)=—1/2, sin(4r/3)=—/3/2

r( z ):< —1/2(x—1)+v3/2(y—2)+1 >:< —1/2x+\/§/2y+3/2+\/§)
Y V32w —1)—1/2(y—2)+2 —V3/2x—1/2y++3/2+3

3.2

Trouver le centre et 'angle de la rotation définie par

ﬁw—l—éy-ﬁ-;

1 3 3

<:1: )_ 533—%21‘1‘%
r =

2

2
on resout cosf =1/2, sind =+/3 /2, ona 0=m/3.

Le centre est fixé par r, donc il vérifie r< v ): < z ); on résout

Y
3 ) ; oson trouve | = est le centre.
y=Frr3ytsy Y

1.5.4 Projection orthogonale

Question. Comment décrire la projection d’un point sur une droite (ou un plan)?
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Définition 1.38. Soit D une droite affine dans £2 (ou £3). La projection orthogonale sur
D est lapplication np:E2—E? (ou £3 — E3) tel que, pour tout point M € E2 (ou £3), si M' =
mp(M), alors

M'eD et MM’ 1D.

Définition 1.39. Soit P un plan affine dans E2. La projection orthogonale sur P est
Uapplication wp: £3 — E2 tel que, pour tout point M € E3, si M'=nmp(M), alors

M'eP et MM’ 1P.

| Proposition 1.40. Une projection orthogonale est une application affine.

Remarque. Une projection orthogonale n’est pas une transformation affine (i.e. pas bijective).

Pourquoi ?

Exemple : La projection orthogonale sur la droite D définie par y =0 (I'axe de x) dans £27

w(y)=(3)

La projection orthogonale sur le plan P défini par z =0 (plan XY) dans £3?

T T
™l Y |=| Y
z 0

x x
™D Yy = 0
z 0

La projection orthogonale sur le plan P C £3 d’équation cartésienne x —y+2 —1=07

/

x x x
Soit M=| y |,onnote M'=| v |=mp| ¥
z 2’ z

20



On veut que M’ € P et MM’ est orthogonale a P

- 1
Donc 2’ —y'+2'—1=0et il existe A tel que | ' —y |=A| —1
Z2'—z 1
x’ T+ A
onal ¢y |=[ y—X ,donc(x+)\)—(y—)\)+(z+)\)—1:0,ona)\:w.
2’ z+ A
20 +y—z+1
x x’ 3
Donc 7p y |= y’ = %
z 2! —z+y+2z+1

3

On fait les exos!
1.1, 1.2
1.1 (1) D:ix—y+1=0

Il existe A tel queﬂD<w ):<w+/\ >ED
Yy y—A

donc (z4+A)—(y—A)+1=0,donc A\=(—x+y—1)/2,
one wn[ % )= (x+y—1)/2
d D(y) ((:z:+y+1)/2 >

1.1 (iii) Prx—y+22—1=0

T T+ A
TNlexiste Atel que mp| v |=| y—A |€P
z 242\

A=1/6(-z+y—22+1)

donc on a 7p.

. x 1/2(x—y+4)
1.2 =
0 FD( y) ( 1/2(=z+y+4)
un vecteur normal 7 pour tout ( z >, on sait que

< 11//22(@[+yy++4i) ) _ < ’ ): < % 3%:; - zijg ) est un vecteur normal de D.
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Donc < 1 > est un vecteur normal de D, D : 2+ y+c¢=0.

7TD< 8 >:< g )GD, donc 2+24¢=0, on a c=—A4.

L’équation cartésinne de D est z+y—4=0.

x 1/2(x+y+1)
1.2311) wpl v |=| 1/2(x+y—1)
z z
T 1/2(x+y+1) x 1/2(—z+y+1)
pourtout | y || 1/2(z+y—-1) |-| v |=| 1/2(x—y—1) | estun vecteur normal de P
z z z
1
on divise par (—x+y+1),donc | —1 |enest un,donc P:z—y+d=0.
0
0 1/2
mpl 0 |=| —1/2 |JeP,doncd=—-1,doncP:2z—-y—1=0.
0 0

EXOS de révision
feuille 1

1.1 (iii) Donner une équation de la droite D € £2 passant par ( g ) et < 2 ) avec ab=+0.

< 8 ) — ( 2 ): < —ab ) est un vecteur directeur, donc ( Z ) est un vecteur normal,

Donc une équation est bx +ay + p =0, on cherche p R :

< g ) est un point sur D, donc ba+a -0+ =0, donc = —ab, une équation est bx +ay+ —ab=0.

a 0 0
1.4 (iii) Donner une équation du plan P € &3 passant par [ 0 |, | b Jet| 0 | avec abc+0.
0 0 c
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a a be
b |IA 0 =| ac | est un vecteur normal de P.
0 —c ab

Donc une équation de P est bcx +acy+abz+ p=0.

a
0 |€P,donc abc+0+0+ p=0, donc = —abc. Donc une équation de P est
0

bex+acy+abz—abc=0.

Remarque : Les vecteurs normaux d’une droite affine dans un espace ne sont pas tous colinéaire !

0

Soit D: { Z:g une doite affine dans I’espace. Alors P:y+ z=0 es un plan qui contient D, | 1
o 1

0

est un vecteur normal de P, donc de D. Mais P:3y+ 2z =0 es un autre plan contenant D, | 3
1

est un autre vecteur normal de D.

1.8 (i) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le couple (a,b) pour que les droites

D: z=2z+1 et D" r=bz-3 soient paralléles.
y=az—2 y=4z+1

On cherche les vecteurs directeurs et on cherche la condtion qu’ils soient paralléles.

1 3 2
Pour D, elle passe par | —2 | et —2 |,donc [ a | est un vecteur directeur de D.
0 1 1
-3 b—3 b
Pour D’, elle passe par 1 et 5 ,donc | 4 | est un vecteur directeur de D’.
0 1 1
2 b 0
Ils sont paralleles ssi | a |A|l 4 |=| O
1 1 0
a—4 0
ssi b—2 |=| 0 |ssia=4detb=2.
8—ab 0
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2 Matrices

Pour la suite K (corps) désigne R ou C.

(ca peut aussi étre QQ ou Z dans certain conditions)

2.1 Définitions

Définition 2.1. Une matrice de taille n X p a coefficients dans K est un tableau A d’éléments
de K a n lignes et p colonnes :

aix a2 -+ Qip
a1 a2 - a2
A= T 7. o
anp1 An2 " Qnp

Pour simplifier, on peut noter A= (a;;) 1<i<n ou A={(as;) s’il n’y a pas d’ambiguité sur n et p.
1<ji<p

On note aussi (A)i;:= a;; pour un coefficient.

Notation.
On note My, ,(IK) 'ensembles des matrces n x p a coefficients dans K.

On note M, (K) l’ensembles des matrices n X n, appelée les matrices carrées d’ordere n.

Vocabulaires :

e Une matrice A € M,(K) est diagonale si a;; =0 Vi # j.

200 0
050 0
4= 9038 0
000 -5
e Une matrice A € M,(K) est triangulaire supérieure (stricte) si a;; =0 Vi>j (i > j).
258 7
056 5 . . -
A= 008 1 est triangulaire supérieure,
000 =5
0587
0065 . . .
A= 000 1 est triangulaire supérieure strcte.
0000

Remarque : ’ensemble des matrice triangulaire supérieur contient ’ensemble des matrice
triangulaire supérieur stricte et ’ensemble des matrice diagonale.

L’intersection de ’ensemble des matrice triangulaire supérieur stricte et I’ensemble des
0 ---0
matrice diagonale est :

24



e Une matrice A € M,(K) est triangulaire inférieure (stricte) si a;; =0 Vi< j (i <j).

o Une matrice A=(a; ... ap )€ M ,(K) est appelée un vecteur ligne.
ay
e Une matrice A=| : |& M, 1(K) est appelée un vecteur colonne.
an
00 ---0
00 ---0 ) .
o 0,,= R S M, ,(K) est appelée la matrice nulle n x p.
00 ---0
10 -0
01 -0 ) . PN
o L= . . . | |¢€ M, (K) est appelée la matrice identité d’ordre n.
00 -1

2.2 Opérations
Définition 2.2. (linéarité) Soit A= (ay;), B € (by;) € My, p(K). Soit A€ K. On définit
A+ B:=(a;j+ b;j) € My, p(K),
A = (Aaij) € My, ,(K).

Exemple :

10 —1 123 321
2(10—1)+<456)_(654>

Définition 2.3. (produit matriciel) Soit A= (a;;) € My, »(K), B= (bjr) € Mp,(K). On définit

AxB=|>" a;bp € M, (K).
j=1 1<ign
1<k<q
a1 G2 v Qip b1 b1z - big
) as1 G2 *° Q ba1 b2y -+ b
Exemple : Dans le produit A x B= 2tz S B - 2= C,
an1 QAp2 " Gpp bpl bp2 T bnq
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€11 C12 - Cigq

N
Cnl Cn2 ' Cng
a21 ba1 R
o= 3 :Zj:1a2jbj1-
(lzp bgp
Exemples :
by
(a1 an)x :(a1b1+~~-+anbn)€M1(]K):]K.
bn,
bl blal s blan
bn bnal e bnan

1 3 4
sousexemple,(Q)X(S 4)_<68>
04 « 021\ (0 0 16
50 004) 010 5
Remarque : A B est rarement égale & BA.
04N (1 1Y_(40
50 10) \ 55
L) (04)_(54
10 50) \04

Les exos 2.1, 2.2, 2.4, 2.5, 2.7, 3.2 : cours présentiel 01/02/2021

On peut décrire un systéme d’équation linéaire par une matrice.

2x+y=3
z+3y=10

P N T 2 21 x\_( 3
est équivalent & chercher < y )e]R tel que < 13 )( y )_( 10 )
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Regles de calculs :

e (linéarité) Soit A, p €K et soit A, B € My, ,(K), C € M, o(K) alors
(M + uB)C =\AC) + n(BC).

e (associativité) Soit A € M, ,(K), B € M, K), C e M, (K), alors
(AB)C = A(BC).
On peut donc ’écrire ABC.

Proposition 2.4.
i. Pour tout A€ My »(K), on a Inx A=A=A X I,

ii. Pour tout Be M, 4(K), on a 0, p X B=0y,,4 et B x04,,=0p .

Exemple :

100 14 14
010 25 |=[ 2B
001 36 3 6
000 00
000 ;‘éfoo
000 [\ zs) (00
000 ’ 00

2.3 Matrices inversibles

2.3.1 Généralité

Définition 2.5. Une matrice carrée A € M,(IK) est inversible s’il existe B € M, (K) tel que

AB=BA=1I,.

On note GL,(K) ’ensemble des matrices inversibles.
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Proposition 2.6.
i. Soit A,Be M,(K). Si AB=1,, alors BA=1,.

it. (Unicité) Soit A € GL,(K). Il existe une unique B € GL,(K) tel que AB=1I,.

On note A~" Uinverse de A.

2000\" 1/2 0 0 0
1 0300 _ 0 1/3 0 0 s . .
Exemple : 005 0 = 0 0 1/5 0 (se généralise en dimension qcq)
0001 0 0 0 1

Régles de calculs :

o (AB)'=B7'A"' (car (B~'A"))(AB) = B-'A"'AB=BI,B-'=BB~'=1,)

Proposition 2.7. Soit Ae M,(K), B,C e M, ,(K). Si A est inversible, alors

AB=AC = B=C.

Preuve : AB=AC = ATTAB=A"1AC = 1,B=1,C = B=C.

Remarque. Ce n’est pas vrai en général.
10 00 00
Exemple.<0 0><1 0>—(0 0>
10 00Y (00
00 0o0) \o0oo

2.3.2 Les matrices 2 X 2

a b
c d
=ad—bc#0. Dans ce cas

L1 d —b
A _ad—bc( —c a )

Proposition 2.8. Soit A= <

det(4)= | ¢ Z ‘

)e M>(K). Alors A est inversible si et seulement si

Vérification :
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a b d —=b\_ ([ ad+b(—c) a(=b)+ba \_( ad—bc 0 _ B
( c d > x < —¢ a )_< cd+d(—c) ¢(=b)+da | 0 ad—be =(ad=bo)ls.
Remarque : Soit A € M,(K). Sidet(A) #0 alors A est inversible.

2 1\ 1 3 —-1\_1i( 3 -1
Exemple:Ca,lculer<1 3> :m< 1 9 ):E( 1 9 >

Caleuler ( cos) —sin0 )71:;( cosf) sin6 ):< cos(—0) —sin(—0) )

sinf cos6 cosfcos? +sinfsind \ —gin@ cosl sin (—6) cos(—0)

remarque : I'linverse de la rotation d’angle 6 est la rotation d’angle —6.

n
Exemple : Calculer < (1) } > avec n € Z. (par convention A°=1I,, si A€ M, (K))

<1 1>_1:(1 —1>.<1 1)2:(1 2),(1 1)”:<1 n)
01 0 1 Lo 1 01 )lo1 -
preuve : par récurence sur 2 cotés

soitn>0<(1] 1)((1) ?)Z((l) n—1|—1>

soitn<0((1) _11 )((1) 717 >:<é 71:1)

Mais pourquoi on veut inverser les matrices ?
Corollaire 2.9. Soit a,b,c,d,e, f € R. Le systéme d’équation linéaire

ar+by=e
cx+dy=f

admet une unique solution < N )e 2 ssi la matrice ( Ccl Z ) est inversible.

Y leRr
Y
. z\ [(ad\ e\ 1 de—bf
Danscecaslasolutwnest(y>—(C d) (f>_m< —Ce—f—a,f)'

R o a b z\_ (e
Preuve :  le systéme peut s’écrire < e d )< Y >_( s >,
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[N
o
=
o
N
< 8
SN— o, o~
Il
VRS

Remarque : ce corollaire se généralise en dimension qcq :

> 0 o
So 0

ar+by+cz=j x a
Ex: 1 dx+ey+ fz=k admet une unique solution | y |ssi| d
gr+hy+iz=I z g

a b c
ssi det| d e f |#0.
g h i

) est inversible

On fait les exos!

2.8, 2.9
2 —11
28 (a) A=| —1 2 1
2 2 1

coo —

B:A2—2A—313:(

o OO

o OO
\_/

(b) donc 1/3(A%2—24)=1;
done A x £(A —2I3) =1

donc A== %(A —213).

2 1 2
20A=( 5 -3 3

-1 0 -2
(a)

3 -1 2 \? 2 -1 1 3 -1 2
(A+L3=| 5 -2 3 | = 2 -1 1 5 -2 3 |=
-1 0 -1 -2 1 -1 -1 0 -1

(b) donc A3 + 3A2 +3A+ 13=03
donc A(—A2 —3A— 3]3) = ]3
donc A est inversible et A~™! = —A2— 34 — 315.

o O O
o O O

o O O
\—/
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2.4 Transposée d’une matrice

Définition 2.10. Soit A€ M, ,(K). La transposée de A= (a;;) est la matrice définie par

AT = (aj5) € M, (K).

21
Exemple: [ 3 5 :<? Z:) 2)
36 ?

Régles de calculs :
o (ATYT'=4
o (M+pB)T=XAT + uBT
o (AB)T=DBTAT

o Si AeGL,(K), alors AT € GL,(K) et (AT)"t=(A"HT
AT(A YT (AT =L =1,

Définition 2.11. Une matrice carrée A€ M,(IK) est dite symétrique (resp. antisymétrique)
si AT=A (resp. AT=—A).

Exemple : d’une matrice symétrique ? I,

1 8 9
8 5 100 | on veut a;;=aj;, mais si i = j, a;; = a;; donne aucune condition
9 100 6

d’une matrice antisymétrique?

0 8 9
—8 0 10 | on veut a;j = —ay;, mais si ¢ = j, a;j = —aj; donc a;; =0
-9 —10 0

Remarque : si une matrice A € M, (K) est a la fois symétrique et antisymétrique, alors A =0,

(parce que a;j =aj; et a;; =—aj; donc aj;=0.)
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On fait I'exo !

3.3 Ae M,(K), on pose

B=A+AT C=A— AT

BT = AT 4 (AT"YT = AT + A= B donc B symétrique
CT=AT — (AT)T = AT — A= —C donc C antisymétrique

B+C=2A donc A=1/2B+1/2C
comme (1/2B)T=1/2BT=1/2B donc 1/2B est aussi symétrique

idéme 1/2C est antisymétrique !

123 147 2 6 10 0 —2 —4
A= 456 |, AT=| 2 5 8 |, A+AT=( 6 10 14 |, A-AT=| 2 0 =2
789 369 10 14 18 4 2 0
123 T T 135 0 -1 =2
456:A:A§A+A2A:357+10—1
789 579 2 1 0

Définition 2.12. Une matrice carrée A € M,(K) est dite orthogonale si A est inversible et

AT = A1

| i.e. A est construit en collant n vecteurs colonnes de norme 1 deux & deux orthogonaux.

Vérification : (Rappel exo 2.4)

Ly
A= P B:( Cl Cn )7 alors AB:(Li'Cj)iSnA,jgn
L,
Soit ©), ---, vy des vecteurs colonnes dans R"™
0T
AT: ) A=<1?1 ’l)_;l ),dOHC ATAZ(’E;;’U_]")ign_’jgn
vn T
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Si 03, ---, U sont de norme 1 deux & deux orthogonaux, alors 0;-v;=1sii=j et 0;-v; =0 si
i#j, donc ATA=1,.

Exemple : [,,

e e R e
(=R )
= o O o
OO~ O

une matrice de rotation

cosf —sinf@ \~' [ cosf sinf \ [ cosf —sinf \*
sinf cos@ “\ —sinf cosf ) \ sinf cosf
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2.5 Algorthme du pivot de Gauss - échlonnement

En faisant des manipulation sur les lignes, on veut mettre une matrice sous la forme

1 % *
01 % *
0001 *

o o O
o o o
o O O
o o o
(e} =
S O *

2.5.1 Définitions

Définition 2.13. Une matrce A€ M, ,(K) est dite échelonnée si

i. chaque ligne non nulle de A a son premier coefficient non nul égal a 1, ce 1 est applé un
pivot de A ;

1. si une ligne a son premier coefficient non nul a la colonne j, alors la ligne suivante est
soit nulle, soit a son premier coefficient non nul & la colonne =j+ 1;

1. si une ligne de A est nulle, toute les suivantes sont nulles .
Une matrice échelonnée A est dite bien échelonnée (ou échelonnée réduite) si en plus

w. sur chaque colonne de A contenant un pivot, tout les autres coefficients sont zéros.

Exemples :

0125447 0105007

0017566 0017006

00001838 . . 0000108 . .
0000018 |°F échelonnée, 0000018 |t bien échelonnée,
0000000 0000000

0000000 0000000

avec les pivots en couleur.

est échelonnée, est bien échelonnée.

oo =
(=R
— N W
o O =
o = o
— o o
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2.5.2 Opérations élémentaires

Définition 2.14. Les 3 opérations suivantes sur les lignes d’une matrice sont applées les opéra-
tions élémentaires.

1. permuter : L;+— L

2. multiplier : L; < AL; avec A#0

3. remplacer : L;< L;+ AL;

Proposition 2.15. Une opération élémentaire est une multiplication matricielle a gauche, par
une matrice inversible.

Exemples :
1 2 LicsLy 3 4
34 |—=1 12
56 56
010 1 2 3 4
100 34 |=|12
001 56 56

2.5.3 Algorithme du pivot de Gauss

Soit A€ My, p(K). Par des opérations élémentaires, on veut transformer A en forme (bien) éche-
lonnée de fagon récurrente.

ail

Etape 1 : Cas 1 : Si la premiére colonne Cy = est nulle, on passe a I'étape 2.

an1

Cas 2 : Sinon, il existe un coefficient a;; #0. On applique L; «— L; et L eafl_lLl.

En suite pour tout i > 1, on applique L; + L; —a;1L;.

1
Ainsi, on obtien Cy =

0

Etape 2 : Par ’étape 1 on transforme A en 'une des deux forme :
B1 ou B2

On applique 'étape 1 & By € My, ,—1 ou Ba€ My 1 1.

Par ces deux étapes, on obtient une matrice échelonnée.
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1 * *
01 % *
000 *

o O O
o O O
o O O
o O O
o O =
S O ¥

Etape 3 : A partir du dernier pivot a;;=1, pour tout i’ <1, on applique L;/ < L;»— a;;L;.
0
On obtien ainsi C; = l
0

On P'applique a tous les pivots.

Par I’étape 3, on obtient une matrice bien échelonnée.

On fait les exos! (cours présentiel 08022021)

2.10, 2.11
2.11(c)
1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
Lo+ Lo—1L4 La<— L3+ 1Ly La<> Lo
1 11 |—- 0 -2 2 |——| 0 -2 2 |——| 0 2 O
-1 1 1 -1 1 1 0 2 0 0 -2 2
L3« Ls+ Lo é ; _01 La<1/2Lo é 1 _01 L3<—1/2L3 é 1 —1
00 2 00 2 00 1
Li+Li+Ls—Lo> (1) (1] 8
001
2.11(f)
1001\ poerr (1001 10 0 1 1001
0110 Ly—La—Iy 0110 LaL3—L> 01 1 0 Ly——L3 0110
1101 0100 00 —-10 0010
1011 0010 00 1 0 0010
1001 1001
Ls+L,—Ls 0110 Lo« Ly—1Ls 0100
0010 0010
0000 0000
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Remarque. En général, une matrice A admet plusieurs formes échlonnées.

Exemple :

110 Lo<Lo—Ly 1 1 0 Lo<—1Lo 11 0 Li<-L1—L> 10 1
101 0 —-11 01 —1 01 —1
110 Ly Lo 101 Lot Lo—1n 10 1
101 110 01 —1

2.6 Rang d’une matrice

2.6.1 Définition

Proposition 2.16. Par des opérations élémentaires, une matrice A € M, ,(K) admet une seule
forme bien échelonnée. On l'appele la forme bien échelonnée de A.

Ainsi le nombre de pivots est invariant, et on peut définir la chose suivante :

Définition 2.17. Soit AeM, ,(K). Le rang de A est le nombre de pivots de sa forme bien
échelonnée (ou d’une forme échelonnée). On le note rg(A).

Exemples :
101
rgl 010 |=3
001
1234
rgl 0015 |=2
0000
1034 1034
rg 06 8 |=rgl 0000 |=1
0000 0000

Proposition 2.18. Soit A€ M, ,(K).

1. rg(A)<min{n,p}. (parce que sur la méme ligne/colonne d’un piwot y a pas d’autre pivot)

2. 1g(A) =1g(AT).
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On fait 'exo!

2.12

(o1 3\_ (210 \_ (11/2 0
1”g(A)_rg(21 0 )_rg<01 —3)_rg(0 1 —3>

)= 23 )= 3 3=l )\ 3)

si A=6, c’est rg( (1] g ):

sinon, on applique Lo+ ! Lo, C’est rg< (1) :1)’ ): 2

A—6

-1 2 1 0 1 0 N 1 10
rg(E)=rgl 1 0 X 1 J=rg|l -1 2 1 0 |=rg| 0 2
1 02X A 1 02X A 00
10 A 1
00 X A-1
100 1 1001
; ) 1 1 _ 1 1 _
siA=0,cestrg| 0 1 5 3 |[=l 0155 =3
000 —1 0 01
10 A 1
sinon on applique L3<—§L3, cestrg] 0 1 # 15
0 1 21

rg(E) est toujours 3.
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2.6.2 Inverser une matrice par ’algorithm du pivot de Gauss

Proposition 2.19. Soit A€ M,(K). A est inversible ssi sa forme bien échelonnée est I,,.

(donc ssi rg(A)=n).

Explication :

Une opération élémentaire est une multiplication a gauche par une matrice inversible, échelonner
une matrice est une suite de multiplications a gauche par des matrices inversibles. Si a la fin
on obtient I, i.e. par des multiplications a gauche, By...B2B1A=1,. Donc A est inversible et
A== By...ByB.

10 ---0
0 1 :

Rappel : I, =] . o | donc rg(1,) =n.
0 0 1

Proposition 2.20. Pour déterminer si une matrice carrée A € M,(IK) est inversible ou non, on
applique Ualgorthm du pivot de Gauss a la matrice en deuzx bloques (A|l}).

Si on obtien (I,|B) comme forme bien échelonnée, alors A est inversible et B= A7!.

Sinon A n’est pas inversible.

Explication : échelonner est une suite de multiplications & gauche. Si (A|I,) = (In|B) i.e.

By....BaBi(A|I,) = (In| B) donc By...BoBiA=1, et By...BoBil, =B, donc B=By... BBy = A~

Exemples :

Inverser 11 : soit par fomule 11 71: -1 .
01 01 0 1
R . 1 -1
L1 Ly — Ly est la méme chose que multiplier par < )

0 1
car 10 Ly« Li— L2 1 -1
01 0 1

coit paraleo (L 1|10 Letimte F1 0] L =1 (1] 1 -
Paraigo\ o 110 1 01l0 1 o1) \o 1)
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111 L1100 poery (11010 -1
Inverser { 0 1 1 |:paralgol 011|010 |——| 01 0|0 1 —1
001 001]001 001001
1001 -10 111\ 1 -10
L1<—L|—L2
— (010|011 —1 |, donc| O 1 1 =01 -1
001j00 1 001 00 1
Pause, on revient a 10h38
On fait les exos !
2.13
-1 0 2 -1 0 100 1 0 —2(-100
(c) inverser [ 0 0 1 0 0 1|]010|]—={0 0 1]0 10
0 —-11 0 -1 1]001 0-1 10 01
1 0 =2|-100 10 -2|-100 100|{-120
-{0-1 140 01 ]={01-1/0 O0-1]=(010|0 1 —1
00 10 10 00 1]0 10 001]0 10

3
=
=
j=p)

o

o

=+

=

o

=]

o

o

—
— = N

—

Il
o O =
o = O
— o O

(a) inverser A= (

—_

2y (42 _1—i 3 -2 ar formule

3)°\13) "1\ -1 4 )P

10 N 1 3]01 N 1 3 0 1 N 13 0 1
01 4 2110 0 —-10|1 —4 01 —1/10 4/10

10| 3/10 —2/10 3/10  —2/10
_><0 1‘—1/10 4/10 )donc<—1/10 4/10

4 2
13

par algo : (

> est l'inverse

01
(b) inverser B=| 1 0
11

O = =
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//
7
o
R
~
- o — |
— o |
o — O Q|
“a
— <
—_ = =
— =
[a\ B e]
~—
011011
— O O
N \_I.O_IA1A1A1_A
oS — O
T N
— o o I
. p——
oo~ T _
— oo — |
[a\]
o = O N ||
p—_—
—~—— 9 oo | !
/=~
S~ m110
101101101
SN——
[a\l
/011
T S o S
]
e~ =1
]
co - O — O i
/
o 4O — O O
SN—— X
— o o ~N A~
s_r ——
—— o — = |
S
— O N
oo~ 44
S — 1/1_A/
~N— o | -
12
~
| —
IS — -
.ﬂ.ﬂ% S O

par

) par algo

o0 A

S — O

1

0

0
1001 —a ac—

010(01

100
010

c
001]001

(h) inverser H

(

|

1 a0O[10 —b

010j01 —¢
001]001

100
010(01 — |—
001]001
b)

1 ab

1 abd
1

0

—c
1

001(00

1
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3 Systémes linéaires

On rappel qu'un systéme d’équations linéaires

1121+ a12T2+ - Fa2Tp=0b
2121+ 22 %o+ -+ a2pTp=0b

An1 T1 4+ GnaTo+ -+ F+ anpTp=by

peut étre décrire par des matrices

air a2 -+ Qip st by
az1 Q2 - Ggp z2 | | b2
anl Ap2 - Anp Zp by,

Dans ce chapitre on cherche a résoudre un systéme d’équations linéaires en manipulant des matrices.

3.1 Définitions

Définition 3.1. Un systéme d’équation linéaire a n équations et p inconnues est une
équation de la forme

AX=B

ot Ae Myp(K), B € M,1(K) sont des matrices données, et ot on cherche & déterminer le vecteur
colonne X € My (K).

Pour alléger Iécriture, AX = B peut s’écrire (A|B).

Vocabulaires :
e Les x; sont appelés les inconnues du systéme.
e A est appelé la matrice associée au systéme.

e B est appelé le second membre du systéme.

0
e SiB=| : [, ondit que le systéme est homogéne.
0
0
e Lesystétme AX =| : | est appelé le systéme homogéne associé du systéme AX = B.
0

Exemples :
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147100\ " 6
2 5 8 111 Y 1= 6 |estun systéme d’équations linéaires.
369121\ 7 6
147100\ " 0

5 8 111 Y 1= 0 | estson systéme homogeéne associé.
369 121/| 7 0

3.2 Reésolusion

Définition 3.2. Soit Ae My,(K) et Be My1(K). Une solution du systéme AX = B est un vecteur
colonne v € KP tel que AV = B.

12 T 2 r+2y=2 r=—4 x —4
l : = =
exemple (01)(3/) <3) @{ y=3 ,donc{ y=3 7et(y) ( 3 )estune

solution parce que

(6 )(5)-(5)

Proposition 3.3. Pour un systtme AX=DB, il y a
1. soit zéro solution;

1. soit une solution unique;

iii. soit une infinité de solutions. (forme une droite affine, un plan affine, etc...)

exemple (de rappel) :
x +2y =3 est une droite affine dans £2

242y + z=3 est une plan affine dans &3

{ r+2y+z=3 est une droite affine dans £3

r+3y—z=>5
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Exemples : combien il y en a de solutions pour les systémes suivant?
L1 -2 1solutionm—11_12—_1
01 y ) \ 3 y ) 01 3 )\ 3
11
11
11
2 2

>< ; ):( ;) 0 solution on ax+y=2 et x4+ y=3 en méme temps,

donc 2=3 pas possible

>< z ):( i ) oo solutions z + y=2 et 2z + 2y =4 donc < =+ y=2 est une droite

Résoudre le systéme A X = B, c’est de déterminer ’ensemble de toutes les solutions de ce systéme.
Cet ensemble est un sous-enemble de K? ou &P.

Définition 3.4. Deux systémes d’équations linéaires sont dits équivalents s’ils ont exactement
le méme ensemble de solutions.

Exemple :

<§ E)( z ):( Z )estéquivalenta
(o 7)=c2)

Proposition 3.5. Soit A€ M,,(K) et B € My (K). Soit C' € My(K) inversible.
Les systemes AX =B et CAX =CB sont équivalents.

Preuve : Si ¥ est une solution de AX = B, alors A= B donc CAT=CB.

Donc I’ensemble des solutions de AX = B est inclu dans I’ensemble des solutions de CAX =CB.
Si ¥ est une solution de CAX =CB, alors CAT=CB, donc C~'CA¥=C~'CB, donc A7 =B.
Donc I'ensemble des solutions de CAX = C B est inclu dans 'ensemble des solutions de AX = B.

C’est 2 ensembles sont pareil !

Proposition 3.6. Soit AX = B un systéme d’équations linéaires. Si A € GL,(K), alors il y a
une unique solution.

Preuve : La solution est 7= A"'B.

Pour résoudre AX = B dans le cas A € GL,(K), on peut échelonner la matrice en 2 blocs (A|B).

En effet, en échelonnant, on a multiplier par A=, donc & la fin on trouve ({,|A~'B).
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r+2y—z=3
Exemple : résoudre y+3z=>5
22=10

on applique 'algo du pivot de Gauss a

12 —-1]3 12 -113 120 8 100 28
01 3|5 |]={01 3|5]|]={010|-10 |—=]010]|-10
00 2|10 00 115 001| 5 001| 5
T 28 T+2y—z=3
donc | y |=| —10 | est 'unique solution de y+32=>5
z 5 22z=10

On fait 'exo !
2.1.

Résoudre systémes linéaires

Jrz-2y=1
S“‘{m+2y:1

(12)()-(1)

. 1 -2
L’inverse de < 1 9 > :

On mutiplie 'inverse qu’on a trouvé a gauche, sur les 2 c6té de ’équation
2 2\(12\z\_1f 2 2\[1
4\ -1 1 1 2 y ) 4\ -1 1 1

(1) 1)-(2)
e (1)-(2)

S =

g, — 20 —2y=1
2T z+2y=2

. 2 -2 1 2 2
L’inverse de<1 9 >est g( _1 2)
done L 2 2 2 -2 r\_1f 2 2 1
6\ —1 2 1 2 y ) 6\ —1 2 2



e (5)=(1f2)

G 20 —2y=1
T —a4y=2

< 2 2 ) n’est pas inversible car le déterminant vaut 0

-1 1
S3 est équivalent a { 22;__222/_:_1 4 c’est une contradiction, il n’y a pas de solution!
(qui est encore équivalent & { 2'7;0__225: L )

S, — 20 —2y=1
T —a+y=—1/2

Sy est équivalent & { gj : ;Z i 1 , encore équivalent a { 2z — 2y =1, donc 'ensemble des solution

< ; > est une droite affine dans le plan. (Il y a une infinité de solutions.)

T\ 1/2 x o\ 0 .
ex : ( y >—( 0 >et ( y )—( _1/2>sontdessolut10ns.

G — 40z + 20y =10
ST /2241 /4y=1/2

40z + 20y = 10
0=30

40z + 20y =10

1 |
402 +20y=40" , pas de solution !

équivaut a { équivaut a {
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Soit A € Mpp(K) et B € Mp1(K). Pour résoudre le systéme AX = B, on échelonne (4|B), on
obtient (A|B) avec A bien échelonnée.

Par proposition 3.5, AX = B et A X = B sont équivalent.

(Parce que échlonner une matrice est une suite d’opérations élémentaires, et chaque opération

élémentaire est une multiplication & gauche d’une matrice inversible. Donc finalement A=CA et
B =CB avec une matrice inversible C)

Pour résoudre AX =B, ily a 3 cas :

1. rg(A)=n=p : A est inversible et A=1,. 1l existe une unique solution X = B.

Exemple : dé¢ja fait dans proposition 3.6.

2. rg(A)=n<p : I n’y a pas de ligne nulle dans A, mais il v a des colonnes qui ne

contiennent pas de pivots. Il y a une infinité de solution.

—
o
—
(e}

—

Exemple : A=

jen}
—
o

. B=[ 0

o
jen}
o O
—_
—_

1o010\[" 1 rtz=1
Le systemeest | 0 1 0 0 Y 1= o , donc y=0
0001 f 1 t=1

3. 1g(A) <n : Il y a des lignes nulles dans A. On note B =

Il y a deux sous cas :

i. Il y a une contradiction du type 0= Bj avec Ej #0. Il y a aucune solution

Exemple : A=

o O O =
oo = O
o O O =
o= O O
N = O =

I =

Le systéme est , donc

O O O
oo~ O
O O O
o~ OO
SRRSIINSI
NN = O
o+ 4
[

o = o

ii. Toute ligne nulle engendre une équation du type 0 =0. On peut supprimer

ces lignes et revient au cas 1 ou 2.
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1010 1
5 0100 5 0
Exemple : A= 000 1 , B= 1
0000 0
1010 T 1 z+z=1
R . 0100 y | _| O y=0
Le systéme est 0001 I e B donc i1
0000 t 0 0=0

On fait les exos!
Un systéme est homogene si le second membre B = 0.
1.3

(a) n=7 équations p=>5 inconnues de rang 4

10000 0
01000 0
00100 0
exemple A= 0 0 0 1 0 B=] 0
00000 0
00000 0
00000 0
10000 0
01000 T 0
00100 To 0
AX =B donne 00010 zs |=] 0O
00000 T4 0
00000 5 0
00000 0
.7?1:0
.TQZO
donc ¢ 24=0 mais x5=n'importe quoi
0=0
0=0
0=0

donc il y a une infinité de solutions.

Précisément : on a d’abord le cas 3.ii (car rg<n et B=0), on supprime 3 équations du type 0=0

il reste 4 équations , 5 inconnues , rg=4, on revient cas 2, donc co solutions.

(b) une unique solution. n=7, p=5, rg—5
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on a d’abord le cas 3.ii (car rg<n et B=0), on supprime 2 équations du type 0=0

on revient cas 1, unique solution

(c) infinité de solutions. n=5, p=7, rg—4,
on a d’abord le cas 3.ii (car rg<n et B=0), on supprime 1 équations du type 0=0

on revient cas 2, infinité de solutions

(d) infinité de solutions. n=4, p=7, rg—4, cas 2.

Si B#07?

On a potentiellement (mais toujours!) des ligne 0=b;% 0 qui nous donne une contracition (pour
a, b, ¢). Donc a,b,c peut admettre aucune solution.

Exemple
z+y=1
r+y=1

(11)()-(2)

) 11
on ¢échelonne < 11

r+y=1
0=0
C’est la méme chose que faire Lo+ Lo — Ly directement sur { ﬁi Z i 1

2.2 Résoudre systémes linéaires

g — x—2y=1
Tl 22y tz2=2

1 -20

On échelonne < 9 _9 1

1 Lo+ La—2L, 1 -2 011 Li+Li+L» 101
2 0 2 110 021

Loe1/20, (10 1 |1
"Lo11/2]0

)
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On a donc ztz=1 cas 2, infinité de solutions. (c’est une droite affine dans I’espace)
y+1/22=0
r+2y=-2
Ti=4 2y—2=3
—r—z=1
1 2 0 |-=2 12 0| -2 12 2 | =2
On échelonne 0 2 -1 3 —1 02 —1| 3 —1 02 —-1] 3
-1 0 —-1] 1 02 —-1]|-1 00 0| -4
on a déja 0= —4, aucune solution
2y+2=1
Usy= 2y+22=2
—4r+2t=-—1
0 210 1 021 0 1 020 0 0
On échelonne 0 220 2 —1 001 0 1 —1 001 0 1
-4 00 2| -1 200 —1]1/2 200 —-1|1/2
010 0 0
—! 001 0 1
200 —1|1/2
y=0
on a z=1 , infinité de solutions.
2e—t=1/2
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CC1 jeudi 04/03

Exos de révision Chl :

Plans et droites : feuille 1, 1.7(i)

2 1
Trouver un systéme de la droite D passant par A=| —1 | dirigée par 4= 3
3 -2

On veut trouver 2 plans différents P; et P> qui contiennent D.

1
On cherche 2 vecteurs différents orthogonaux & w=| 3 |, qui donnent des vecteurs normaux de
-2
Pl et Pg.
1 1 0 0 1 —2
On peut prendre | 0 |A| 3 |=| 2 et 1 IAl 3 =] O
0 -2 3 0 -2 -1
1
Pr={2y+32=0} et Po={2x+ 2=0} contiennent &=| 3
-2
0 1
Donc 2y+32=0 est la droite passant par [ 0 | dirigée par ¥=| 3
20+2=0
0 -2
2y+3z+di1=0 2
! 1= — _
On cherche { 90+ 2+ dy—0 passant par A= 31
, 2u4+32—-7=0
Donc c’est { 2 trT—0

Rotation et homothétie : feuille 1-suite, 3.3

(méme type 3.1)
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Projection orthogonal : feuille 1-bis, 1.1(ii)(iv), 1.2(ii)(iv)

1.1(ii) projection orthogonal sur la droite 2z +2=0

< (1) > est un vecteur normal de 2x +2=0.

Donc la projection orthogonal est de type f( ) = < Tl

; y+0>avect€]R.

C’est un point sur 22 4+2=0, on a 2(x+1¢)+2=0, donc t=—x — 1

donc f( z >= ( _yl ) est la projection orthogonal sur 2x 42 =0.

(iv) projection orthogonal sur le plan —z+2z —3=0

-1 T x—1
0 est un vecteur normal. Donc la projection est de type f| v |=| y+0 | avecteRR.
1 z z+t

C’est un point sur —z+ 2z —3=0, donc —(z —t)+ (2 +t) —3=0,

— 243
donc2t—w+z—3:0,donct:%.
r—2z+3 r+z—3
Z T 2
Donc f| y |= y = Y
2 xr—2z+4+3 r+z+3
2+ 2
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